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内生的ネットワーク分断リスクと
戦略的ノード機能喪失対策費用投入ゲーム
宇野木 広 樹
要 旨
本稿はネットワークからノードが消失してしまうことでノード間の情報や便益
の伝達が行われなくなってしまう状況において, 各ノードが戦略的に機能喪失対
策費用を投入する ｢ノード機能喪失対策費用投入ゲーム｣ を提示する｡
本稿のモデルにおいて各ノードは ｢ネットワークから得る便益を他のノードへ
伝達する｣, ｢自らの便益とネットワークを通じて他のノードから便益を得る｣ と
いうつの機能を確率的に失うが, 各ノードは費用を投入することによって自ら
のノード機能喪失確率を変化させることができるものとする｡
各ノードが機能喪失対策費用を投入する ｢ノード機能喪失対策費用投入ゲーム｣
において, いかなるネットワークにおいても最大と最小のナッシュ均衡が存在す
ることを示す｡ また, ネットワーク以外のいかなるネットワークもノー
ド機能喪失対策費用投入ゲームにおいてナッシュ均衡と効率性を同時達成できな
いことを示す｡ さらに, ネットワークを所与として, ナッシュ均衡と効率性のど
ちらの達成に際しても, 他のノードに対して大きな影響を与えるノードほど多く
の費用投入が必要となることを示す｡
数値解析分析を行い, 複数のネットワークにおいて, 効率的なノード機能喪失
対策費用投入がどのような特徴を持っているかを確認する｡
キーワードネットワーク形成ゲーム, 内生的ネットワーク分断リスク, スーパー
モジュラーゲーム, 効率性, ナッシュ均衡
はじめに
現代社会において, 情報の持つ価値は非常に高く, 様々な情報がネットワークを通じて瞬時
に伝達されている｡ また, 現代社会においてどのようなネットワーク構造が情報を効率的に伝
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達することができるのかということは現代社会において非常に大きな分析テーマである｡ ネッ
トワークに関する分析は物理・数学・工学・社会学・生物学など, 多岐の分野で盛んに行われ
てきている｡ 経済学において, ネットワーク形成に関する研究は, 	

() 以降, 多くの研究が蓄積されている｡ これらの研究における代表的な研究としては,
各ノードが一方的にリンクを形成・分断できる

() と, 
	
() がまず挙げられる｡
	
() は, 同質的なノードが主体的に意思決定を行う静学的ネッ
トワーク形成ゲームにおけるネットワークの効率性とペア安定性 (
) を分析
している｡ 研究の中で, リンク形成費用と便益の残存率との関係によって, 効率的なネットワー
クと安定的なネットワークがそれぞれどのような形状になるのかを分析している｡ また, ネッ
トワークの効率性と安定性が必ずしも両立しないことを明らかにしている｡
次に

() では, 同質的なノードがリンクを相手との合意なしに一方的
にリンクを形成・分断することができる動学的リンク形成モデルの分析を行っている｡ 便益が
リンク費用を支出したノードにのみ発生する一方向モデル (

) と, リンク
が形成された際に便益が双方のノードに発生する双方向モデル (

) の
つのモデルについて, ネットワークの効率性やネットワークがナッシュ均衡となる条件につい
て分析している｡
また, 紹介したつの研究以外にも, 異質的なノード間のネットワーク形成を分析した研究
として, 

() が挙げられる｡ 


() は, ノード間の便益の違いはネットワークの連結性にとって重要であり,
リンク形成費用の違いはネットワーク連結性のみならず個々のコンポーネントの構造に対して
決定的な影響を及ぼすことを示している｡
また, ネットワーク分析においてネットワークのリスクを考慮したネットワークの頑健性が
広く分析されるようになって来ており, ネットワーク形成ゲーム理論では, 


() において, リンクが情報 (便益) を伝達する信頼性に焦点を当て, ネットワークにお
ける各リンクが確率的に削除されることによってネットワークフローが分断されてしまうとい
うネットワークの分断リスクを考慮した分析が行われている｡ 

() は,
ノード間に形成されるリンクが便益を伝達する信頼性に焦点をあて, 効率的なネットワークと
ナッシュネットワーク (ネットワークがナッシュ均衡となっている)の性質を分析している｡
分析の結果, もしも社会が大きくて, リンク形成費用がある適当な範囲にあるならば, ナッシュ
ネットワークと効率的ネットワークはともに全てのリンクが冗長であるようなネットワークに
宇野木 広 樹
― ―
なることを示している｡ また, リンク形成費用が非常に高いか低い場合, もしくはリンクが便
益を伝達する信頼性が高いならば, 効率性と安定性はほぼ一致することを示している｡ しかし
ながら, リンク形成費用とリンクが便益を伝達する信頼性が中程度ならば, ナッシュネットワー
クは社会的に最適なネットワークと比べてリンク形成が過少になってしまうかもしれないこと
を示している｡
また, (	


) を拡張した研究も多数あり, 例えば
(	

) は各ノードにおいて便益とリンク形成費用は同質であるが, 各リンクにおいて形成便
益を伝達できる確率が異なるモデルを提示している｡ さらに, 
(	

) は各ノードにおいて便益が異なり, 各リンクにおいてリンク形成費用と便益
を伝達できる確率がそれぞれ異なるモデルを提示し, ある特定のパラメーターのもとではナッ
シュ均衡が存在しないことを示している｡
(	


) に代表されるネットワークにおけるリンクの信頼性によってネッ
トワークフローが分断されてしまう状況をモデル化するアプローチは, 通信回線や交通路線な
どが分断されることでネットワークから情報や便益を得ることが出来なくなる状況を分析する
のに適している｡ しかし, このようなアプローチは, 企業の倒産や市場からの退出を考慮した
企業間のネットワーク形成, 都市災害が発生する事を考慮した都市間のネットワーク形成, サー
バーダウンやウィルス感染による情報伝達の分断を考慮したネットワーク形成等の分析には適
していない｡ このようなネットワークを分析するためには, 各ノードがネットワークから消失
してしまうことで各ノード間の情報や便益の伝達が行われなくなってしまうモデルを考慮する
必要がある｡ しかしこれまでのネットワーク形成ゲーム理論では, ノードがネットワークから
消失してしまう事でネットワークフローが分断される分析は, 筆者が知る限りでは
(	

) と宇野木 (	

) 以外には行われていない｡
一方, 複雑ネットワークの研究においては, 本稿で考慮しているネットワークが分断されて
しまうリスクを考慮した分析が行われており, (	


) は, 各ノー
ドがランダムに消滅するモデルにおいて, スケールフリーネットワーク( !")#)
と, ランダムネットワーク ($!")	) の	つのネットワークを比較し, スケー
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#) 個のリンクを持つノードの確率密度をとすると, その確率密度はで表されるベ
キ則に従うネットワークである｡ ここで, はベキ指数と呼ばれ, 多くのスケールフリーネットワー
クが	～のベキ指数を持つことが知られている｡ また, 自然界に存在する複雑なネットワークのほと
んどはベキ則に従うことが明らかになっている｡ 例えば, ワールド・ワイド・ウェブや細胞内のネッ
トワーク等もベキ則に従う｡
	) 各ノードが他のノードと一定確率でリンクを形成するネットワーク｡ ほぼすべてのノードは近似的
に同数のリンクを持つ｡
ルフリーネットワークが非常に強い頑健性を持っていることを明らかにしている｡ スケールフ
リーネットワークの持つノードの消滅に対する頑健性は, 各ノードが持つリンクの数が異なる
ベキ則に従うネットワークの特徴から来るものである｡ スケールフリーネットワークにおいて
は, 大多数のノードが少数のリンクしか持っておらず, 少数の数多くのリンクを持つハブノー
ドがネットワークの連結に重要な役割を果たしている｡ よって, 消滅するノードのほとんどが
ネットワーク連結に重要ではないノードであるため, スケールフリーネットワークはランダム
にノードが消滅する状況において非常に強い頑健性を持つ｡ 一方, スケールフリーネットワー
クは特定のノードを狙った攻撃には脆い事も指摘してあり, ネットワークにおいて重要な役割
を果たしているノードを見極め, それら複数を同時に攻撃することでネットワークは簡単に崩
壊してしまうことを示した｡ また, ネットワークにけるノードが除去された場合に, どの程度
ノード間の関係に影響を与えるのかというグラフの中心性に関する研究は盛んに行われており,
様々な中心性の尺度が開発されている)｡
以上の状況を踏まえ, 本稿では次のつの仮定を導入し, ノードがネットワークから消失し
てしまう事でネットワークフローが分断される状況を分析するモデルを提示する｡ 第に, 各
ノードは確率的に ｢リンクを通じて便益を他のノードへ伝達する｣, ｢自らの便益とネットワー
クを通じて他のノードから便益を得る｣ というつの機能を同時に失うという仮定を導入する｡
第に, 各ノードは自身に費用を投入することによって自身が機能を失う確率を変化させるこ
とが出来るものと仮定する｡ 以上の仮定を導入し, ネットワークを所与として, 各ノードが機
能喪失対策費用を投入する ｢ノード機能喪失対策費用投入ゲーム｣ を分析する｡
本稿の独創性と理論的貢献は以下の点であると考える｡ 第に, 先行研究の
	
() は, 一定数のノードが消失する状況を仮定し, その仮定のもとでネットワークの
分析を行っているものの, ネットワークにおいて何個のノードが同時に消失するかを確定的に
事前に知ることは不可能であろう｡ この点を考慮して, 本稿ではノードが消失することで実現
され得る全てのネットワークについてネットワークの実現確率とネットワーク価値を計算する
ことでネットワークの期待価値を求める｡ 第に, 先行研究の宇野木 () は, ノードが確
率的にネットワークから消失する仮定を導入したネットワーク形成ゲームを分析したが, 本稿
はノード機能喪失対策費用投入ゲームにおいて各ノードの機能喪失確率の内生化を行っている｡
本稿の構成は次の通りである｡ まず第節にて, () に依拠して, 各
宇野木 広 樹
――
) 主なものとしては, () で示された ｢切断中心性｣, () で示
された ｢媒介中心性｣, そして() で示された ｢フロー媒介中心性｣ などが挙げ
られる｡
ノードがノード機能を確率的に失うネットワーク形成モデルを提示する｡ 第節にて, ノード
機能喪失対策費用投入ゲームにおいて効率性とナッシュ均衡に関して分析を行う｡ 第節にて,
数値解析をおこない, シミュレーションによっていくつかのネットワークにおける効率的なノー
ド機能喪失対策費用投入がどのようになるかを確認する｡
 戦略的ネットワーク形成モデル
本節では	
() に依拠して, 各ノードがノード機能を確率的に失うモデ
ルを提示する｡
 モデル
本稿ではリンク形成の際に相手との合意なしに一方的にリンクを形成することができる非協
力的ネットワーク形成モデルを考え, 	
() をもとにモデルを構築する｡
ノード集合を, であり有限であるとする｡ 各ノードはそれぞれ便益を所有
しており, ノード間に形成されたリンクを介して便益の伝達を行うことで自らの利得を高める
ことができるものとする｡ ノードとノードとの間に形成されたリンクはと記し, リンク
を通じてノードとノード間で相互に便益が伝達されるものとする｡ 本稿では, 各ノード
は同時にリンクを形成するものとする｡ ノードのリンク形成戦略を行ベクトル
	にて記し, 任意の 
に関して 
であるとする｡ ここで,
ならばノードはリンクの形成の為にリンク形成費用を拠出し, ならばノード
はリンク形成費用を拠出しないものとする｡ ノードのリンク形成戦略集合を, 全てのノー
ドのリンク形成戦略からなる戦略空間を, 各ノードのリンク形成戦略の組を
  	, 
と記す｡ 本稿では無向ネットワークを対象として分析を行う｡ いま,
 
),	と記し,無向ネットワークを	
にて定義する｡ ならばノード間に無向リンクが形成され, ノード間において相
互に便益が伝達されるものとする｡ 一方, ならばノード間にリンクは形成されない｡
このことはリンクの形成においてノード間の合意は必要ではない事を示しており, 本稿は非協
力的ネットワーク形成モデルである｡ いま任意のリンクの形成において, , な
らばノードのみリンク形成費用を拠出し, , ならばノードのみリンク形成費用
内生的ネットワーク分断リスクと戦略的ノード機能喪失対策費用投入ゲーム
――
) ここで, はノード, 間に無向リンクが存在するか否かを示すものでありとする｡
を拠出し, ,  ならばノードとノードのどちらか一方のみがリンク形成費用を拠
出するものとする)｡
各ノードは ｢リンクを通じて便益を他のノードへ伝達する｣, ｢自らの便益とネットワークを
通じて他のノードから便益を得る｣ というつの機能を同時に確率的に失い, 各ノードの機能
喪失確率は各ノードにおいて独立であるとする｡ ここで, ノードが機能を失ったとしても, リ
ンクはそのまま維持されており, リンク形成費用はノード機能が失われたとしても支払われる
ものとする｡ いま, ノード機能を失ったノードの集合をとし, 機能を失ったノードの数を
とする｡ 一方, 機能を失っていないノード集合をとする｡ いま, を所与とし
て, ノードが機能を失うことで実現されるネットワークを潜在ネットワークと呼び, 個のノー
ドが機能を失った代表的潜在ネットワークをと記すことにする｡ 個のノードが機能を失っ
た潜在ネットワークの集合を 




	


	
と定義する｡ ここで, における潜在
ネットワークの数は個のノードのうち個のノードが機能を失う組合せの総数である
ので 	 となる｡ また, 潜在ネットワーク

において機能を失っている
ノード集合を , 機能を失っていないノード集合を と記す｡
【定義】 (経路)
潜在ネットワーク において, であるかもしくは 
である非空な

 が存在するならば, ノード間に経路が存在するといい, 潜在ネッ
トワークにおけるノード間の経路を

 と記す｡
本稿では, 任意の潜在ネットワークにおいて, 任意のノード間に経路が存在するならば,
リンクが存在せずともノード間で便益の伝達が行われるものとする｡
 ノードの期待利得とネットワーク価値
いま,においてノードが便益を得ることの出来るノードの集合を

	

と記し, においてノード がリンク形成費用を拠出しているノードの集合を
と記す｡ また, 任意のノードのノード機能喪失確率をと記
し, ノード機能喪失確率は自身にノード機能喪失対策費用投入を行うことによって変化さ
宇野木 広 樹
――
) 本稿では各ノードがノード機能を失う確率はリンク形成費用とは無関係であり, 双方のノードがリ
ンク形成費用を拠出していたとしてもリンクを通じて得る便益は変わらないものとする｡ その結果,
双方のノードがリンク形成費用を拠出しているリンクが存在するネットワークは効率的ではなく, ナッ
シュネットワークでもない｡ よって, 分析を簡単化するためにこのように仮定する｡
せることができるとする｡ ここで, はを有限な正の実数であるとし, である任意
の実数であるとする｡ また, 各ノードのノード機能喪失対策費用投入の組を
と記す｡ は個のノードのノード機能喪失対策費用投入戦略の集合の直積で
あり, ユークリッド空間の有界閉な凸集合である｡
また, ノードのノード機能喪失確率	はノード機能喪失対策費用投入に関し
て連続関数であり, 回連続微分可能であるとし, 
, , ,
, 




, 	

 
), 	

 であるとする｡ また, ノード機
能喪失確率の関数形は各ノードに関して同一であり,  ならば であるとする｡
各ノードが機能を失う確率は独立であるので, のもとで任意の潜在ネットワーク
	の実
現確率

	 
は以下のようになる｡


	  

	 
 

	 

また, 
を所与として, 潜在ネットワーク
	においてノードの得る総便益


	 
は以下
で定義される｡



	
 	 
 
	 

	
	 

ここでは自らが所有する便益であり, もしもノードがノード機能を喪失した場合には失
われてしまうと仮定する｡ また, はノードがネットワークを通じてノードから得るこ
とのできる便益であり, , , であるとする
)｡ さらに, 


	 
はノード
が潜在ネットワーク
	においてネットワークを通じて他のノードから得ることのできる便益
の合計であり, 潜在ネットワーク
	において, ノードは自身がノード機能を失わない限り
を獲得することが出来るが, を獲得するためにはノード, 間において経路


	 が
存在していなければならない｡ すなわち, ノード機能喪失対策費用の投入は, ネットワークか
らより多くの便益を得る側面と, 自らの持つ便益を失わないようにする側面のつの側面を持っ
ている｡ もしもが非常に大きい場合には, たとえネットワークから得られる便益が少なかっ
内生的ネットワーク分断リスクと戦略的ノード機能喪失対策費用投入ゲーム
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) ここで仮定しているものは, 	ネットワークを除く任意のネットワーク
において任意のノー
ドがであるための十分条件であり, 本来ならば, 任意のノード, に関して
	



	
	
	

が満たされていれば十分である｡
) 例えば, ネットワークを通じて情報を交換する状況において, 自らの持つ情報以上の事を相手に対
して伝えることができない事を考えればという仮定は許容できるものであろう｡
たとしても, 各ノードは自らの持つ便益を失うリスクを低くするために多くのノード機能喪失
対策費用投入を行うかもしれない｡ ここで, ノード, 間において複数の経路が存在する場
合, 最短経路のみから便益は伝達され, 他の経路からは便益は伝達されないものとす
る｡ もしも潜在ネットワーク においてノード がノード機能を失った場合, 


とする｡
また, とのもとでノードが得る期待利得を以下のように定義する｡

	



	

	
 
 

 ()
ここで, 	
は個のノードが機能を失うときにノードはノード機能を失わない任意の潜在
ネットワークを表している｡ () 式にて, はにおいてリンクに対してノードが拠出し
ているリンク形成費用であり, 

はノードが拠出するリンク総維持費用である｡ ここ
で, であるとする｡ また, () 式の右辺第項において, 機能を失うノードの数が
	の場合までしか考慮されていない理由は, ノードが機能を失う場合, ノードはネット
ワーク便益を全く得ることができないので, ノードを除く	個のノードの中から個の
ノードが機能を失う状況を考慮しているからである｡ また, はネットワークにおい
てノードの得る期待総便益を表している｡
次に, とのもとでのネットワーク価値を全てのノードの期待利得の合計として
以下のように定義する｡

	

 ()
 ノード機能喪失対策費用投入ゲーム
本節は ｢ノード機能喪失対策費用投入ゲーム｣ を分析する｡ ノード機能喪失対策費用投入ゲー
ムでは, 各ノードはを所与として, 自らの期待利得を最大にするようにノード機能喪失対
策費用を投入する｡
 スーパーモジュラーゲーム
まず, ノード機能喪失対策費用ゲームにおいて戦略的補完性が存在することを示す｡ 以下で
は, 
 


は個のノードが機能を失うときにノードはノード機能を失わ
ず, ノードはノード機能を失っている任意の潜在ネットワークをあらわすものとする｡
宇野木 広 樹
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また,  と からなる潜在ネットワークをと記すことに	
する｡ したがって, 潜在ネットワークと潜在ネットワーク	

の実現確率はそ
れぞれ以下のように表現することが出来る｡
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
	
次の補題はノードのノード機能喪失対策費用投入の変化がノードのノード機能喪失
対策費用投入に対してどのような影響を与えるのかを示している｡
【補題】任意のノード, に関して
	

	かつ
	

	である｡
証明)
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
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
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
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
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


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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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
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





 
 
  
 
  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   
  
	 	 	


 

 
  

 	
	



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
	

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




  
 
 
 
   
 
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









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 
 
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   
 
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



  
 
 
 
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  
 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
内生的ネットワーク分断リスクと戦略的ノード機能喪失対策費用投入ゲーム
――






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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 
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 

   


補題の


は戦略的補完性を示しており, ノードがのノード機能喪
失対策費用投入を行って自身の期待利得の最大化を行っていた場合, ノードのノード機能喪
失対策費用投入の変化はノードの限界利得を変化させるので, 以前ののもとでは期待
利得は最大化されなくなるためを変化させる必要があるということを示唆している｡ たと
えば, ノードがのノード機能喪失対策費用投入を行って自身の期待利得の最大化を行って
いたとしよう｡ もしもが増加したならばノードの限界利得は以前と比べて増加するので,
ノードは期待利得の最大化を行うためにはを増加させなければならない｡
次に, 以下の補題はノード以外の全てのノードがノード機能喪失対策費用投入を変化さ
せた場合にはノードのノード機能喪失対策費用投入がどのように変化するのかを述べたも
のである｡
【補題】ノード以外のすべてのノードがノード機能喪失対策費用投入を増加させたならば,
ノードもを増加させる｡
証明) いま, 任意のノードがノード機能喪失対策費用投入を増加させたとしよう｡ こ
のとき

を全微分し, の変化をとすると以下の式が得られる｡




  


































すなわち, ノードがのもとで自身の期待利得の最大化を行っていた場合, ノード以外の
すべてのノードがノード機能喪失対策費用投入を増加させたならば, 

である
ので, ノードは期待利得を最大化するためにを増加させる｡

宇野木 広 樹
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【命題】ノード機能喪失対策費用投入ゲームはスーパーモジュラーゲームであり, 任意の
を所与として, ノード機能喪失対策費用投入ゲームにおいて最大と最小のナッシュ均衡が存在
する｡
証明) はノードのノード機能喪失対策費用投入戦略の集合であり実数上の区間である｡
また, ノードの期待利得はに関して回連続微分可能である｡ さらに補題より,
 である｡ 以上を踏まえると, 	 
() の定理よ
り, ノード機能喪失対策費用投入ゲームはスーパーモジュラーゲームであることが示される)｡
また, 	
() の定理より, スーパーモジュラーゲームにおいて最大
と最小のナッシュ均衡が存在することが保証される｡

ノード機能喪失対策費用投入ゲームにおいてナッシュ均衡が存在することが示されたので, 次
節ではノード機能喪失対策費用投入ゲームにおいてナッシュ均衡と効率性の同時達成問題につ
いて分析する｡
 ノード機能喪失対策費用投入ゲームにおける均衡と効率性
まず を所与として, ノード を除く全てのノードのノード機能喪失対策費用投入の組
を所与として, ノードの期待利得最大化条件を導出する｡


	


	

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 
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
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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 
 
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 

 

 

	
上式から最大化条件は以下のようになる｡
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	 ()
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) ゲームにおいて人のプレイヤーが存在し, プレイヤーは個の要素からなる戦略


 

			
 を持ち, プレイヤーの戦略集合を, 利得関数とする｡ 任意のプレイ
ヤーに関して以下を満たすならば, そのゲームはスーパーモジュラーゲームである｡
戦略集合はにおける区間である｡ すなわち, 


はに関して回連続微分可能である｡
任意のとである任意の, に関して, 







である｡
任意の,  と, , である任意の, に関して, 







である｡
次に を所与として,  

 がナッシュ均衡となる状況を考える｡ いま,
 

 がナッシュ均衡であるならば, 任意のノード, について以下の () 式が成立
しなければならない｡





 ()
次に, を所与として, ネットワーク価値が最大化されている場合, 以下が成立していなけ
ればならない｡
 

 であるとき, 任意の	であるノード, に対して
  


  

 ()
() 式を変形することで次の () 式を得る｡




 
	

 
 

 


 
	

 
  ()
本稿では () 式が成立しているならば 

 は効率的であると呼ぶことにする｡
次の命題はノード機能喪失対策費用投入ゲームにおける効率的な戦略の組が唯一であ
り, の下でネットワーク価値が最大化されることを保障するものである｡
【命題 】ノード機能喪失対策費用投入において  

 の下でネットワーク価値
は唯一の最大値となる｡
証明)いま, 
であり, 	
であるとする｡ このとき, 任意の
, 	

に関して, 	

		

	が成立する｡
	

		
	













	

	 	 

	  
!"#
ここで,  はについて狭義凹関数であるので,
	

	 	 
	 
が成立する｡ すなわち, はに関して狭義凹関数である｡
次に, はに関して狭義凹関数であるので, ネットワーク価値はに関
して狭義凹関数となる｡ 狭義凹関数の性質から, 任意の	であるノード, に対して ()
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式を満たす 

 の下では唯一の最大値をとる｡

ノード機能喪失対策費用投入ゲームにおいてナッシュ均衡と効率性が同時に達成できるか否か
は重要な問題である｡ 命題はその問題に対する解答である｡
【命題】ノード機能喪失対策費用投入において	
ネットワーク)はナッシュ均衡と効
率性を常に同時達成する｡ 一方, 	
ネットワークではない任意のネットワークはナッシュ
均衡と効率性を同時達成できない｡
証明) いま, 任意のを所与として,  

 がナッシュ均衡であり, かつ効率
的となる条件を求める｡ を所与として,  

 がナッシュ均衡であり, かつ効率
的となる必要十分条件は以下である｡
任意のであるノード, に対して,  

 のもとで

 



 


	

	

 
  	
	

 
 
が同時に満たされる｡
いま任意ののもとで, 任意のであるノード, に関しては以下のよう
になる｡
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 
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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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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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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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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) 任意のノード, 
	に関してであるネットワークを	
ネットワークと呼ぶ｡ すなわち,
任意のノード間にリンクが形成されていないネットワークである｡







 
	
 
	 

	 
 
 
 



上式がと等しくなる状況は, においてノードとノードの間に経路が存在しない状況の
みである｡ もしもがネットワークならば, 任意のノード間に経路が存在しないので,
任意のノードに関して	
 	かつ 


	
 	 が成立する｡ 一
方, がネットワークではないならば, においてあるノード, 間にリンクが存在
するので		, 


		となり, ナッシュ均衡と効率性の同時達
成条件を満たさない｡ よって, ノード機能喪失対策費用投入ゲームにおいてナッシュ均衡と効
率性を同時に達成できるのはネットワークだけである｡
	

命題が成立する原因は次のように解釈することが出来る｡ ネットワークではない
任意のネットワークにおいて, ノード機能喪失対策費用投入ゲームにおいて効率性が達成され
ているならば任意のノードに関して
	
 
	
 



	

 
	 
が成立していなければならない｡ ここで, 		であるので, 


	
 	 
となるため, 効率性が達成されるためには	
 	でなければならない｡ このこと
は, ノード機能喪失対策費用投入ゲームにおいて効率性を達成するためには, 各ノードは自ら
の期待効用を最大化するノード機能喪失対策費用投入よりも過剰に費用を投入しなければなら
ないということである｡ したがって, ネットワークではない任意のネットワークにお
いて, ノード機能喪失対策費用投入ゲームにおいてナッシュ均衡と効率性は同時達成されない
のである｡
以下では, ネットワークにおける各ノードのリンク形成状況によってノード機能喪失対策費
用投入がどのように異なってくるのかを見ていこう｡
【補題 】任意のノード , 
 に関して  であるとしよう｡ このとき,
  かつ   である任意の と に関
して, 

 ならば, である｡
証明) 各ノードは同質であり, であるとする｡ いま
だが で
あるようなノードが存在すると仮定しよう｡ もしもノードとノード以外の全てのノード
宇野木 広 樹
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が機能を失った場合,

 となる｡ 一方, ノードとノード以外の全てのノー
ドが機能を失った場合, 

 となる｡  であるので,
	となる｡ よって対偶により示された｡

以下の命題はあるネットワークにおいて, あるノードが直接リンクを形成している任意
のノードとは全てリンクを形成し, それ以外のノードとも直接リンクを形成しているノード
は, ナッシュ均衡においてノードと比較してどのようなノード機能喪失対策費用投入を行っ
ているのかを示している｡
【命題】
がナッシュ均衡ならば,	
 	
 かつ
 
 
である任意の潜在ネットワーク
と


に関して

 であるの下
では, ノード, のノード機能喪失対策費用投入は



である｡
証明) い ま , 
 が ナ ッ シ ュ 均 衡 で あ り , 	
 	
  か つ

 
 である任意の潜在ネットワーク 
 と 
 に関して


 が成立すると仮定する｡ 
がナッシュ均衡であるので, 任意のノー
ド, に関して以下のことが成立している｡
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いま, 

 であると仮定し, ()式＝()式として以下のように変形する｡
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上式をさらに次のように変形する｡
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上式を次のように変形する｡
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さらに変形することで次の式を得る｡
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いま, 		 であると仮定しているので, () 式が成立するためには


でなければならない｡

以下の命題はあるネットワークにおいて, あるノードが直接リンクを形成している任意
のノードとは全てリンクを形成し, それ以外のノードとも直接リンクを形成しているノード
は, 効率性が達成されるときにノードと比較してどのようなノード機能喪失対策費用投入を
行っているのかを示している｡
【命題】任意のノード , 
に関して であるとしよう｡ 
が効率的ならば,
  かつ   である任意の潜在ネットワーク
と

に関して		 であるの下では, ノード, のノード機能
喪失対策費用投入は



である｡
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証明)いま, 任意のノード, に関してであり, が効率的であるとしよう｡
が効率的であるので, 任意のノード, に関して以下が成立しなければならない｡
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 ()
いま, 

であるとしよう｡ このとき, () 式の第項目は命題から



ならば正の
値をとることがわかる｡ 一方, () 式の第項目の大小関係を以下で確認する｡
ここで, 任意のノード, に関して
 
 を計算する｡
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以下のように変形する｡
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	 と 	 	 から
与えられる任意の 
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 

	 
	
 を表している｡ ここで, 

であるので, 以
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下のようになる｡
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ここで, 
	


 と	

 の大小関係を見る｡ 	

 が存在する任
意の 	

においては, 
	


 	

 である｡ また ,
	
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 
	
 
である任意の潜在ネットワーク	

と	
に関して
	

 	
 を仮定しているので,	

 	

 
である｡ 一方, 
	


 が存在する	

では	

 	

 で
ある｡ すなわち, 
	


 が存在する任意の 	

と 	

 が存在する
	

においては
	


 	

 である｡ 次に	

 が存在し
ない任意の	

では, 経路の存在するノードと同じ総便益をネットワークか
ら得る｡ したがって, 
	


 	

 である｡ ここで, 	

 が存
在しない任意の 	

における 
	


 
と 	

 
から構成される

	


 が存在する任意の	

においては, 	

 	

 と
なる｡ なぜならば, これらの潜在ネットワークにおける相違はノードもしくはノードのど
ちらが機能を失っているかという点だけであり, 他のノードの機能喪失状況は全く同じである｡
したがって, 
	


 が存在しない 	

で便益を得ていたノード とも

	


 が存在する 	

において便益を得ることができる｡ さらに, この
	

では
	


 が存在しているので, ノードを経由して他のノードから便益
を得ることができるかもしれない｡ したがって, 
	


 	

 となる｡
次に 
	


 が存在しない任意の 	

について考える｡ 	

 が存在
しない任意の	

においては, 経路の存在するノードと同じ総便益をネット
ワークから得る｡ したがって, 
	


 	

 である｡ ここで, ノード 
がノード機能を失っていないにもかかわらず, 
	


 が存在しないということは,

	


 が存在しない任意の	

における	

 
と	

 

から構成される任意の	

においては, 
	


 もまた存在しない｡ なぜならば,
補題からノードはノードが直接リンクを持つ全てのノードとはリンクを形成しているは
ずであり, 
	


 が存在しないということは, ノードとノードが直接リンクを持
つ 全 て の ノ ー ド と の 経 路 が 存 在 し て い な い こ と を 意 味 す る ｡ す な わ ち ,

	


 	

 である｡ したがって, 	

 	

 で
ある｡
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以上より,任意の  かつ  
で あ る 任 意 の 潜 在 ネ ッ ト ワ ー ク  と 

 に 関 し て


 	 が成立する｡ したがって,
 	
 
	


 	
 
	









   
	
補題から, 		
 	
	
なので, 	


を増加させることで 	
 	


は減少する｡ し
たがって, () 式を満たすためには	
		


でなければならない｡

命題と命題からは, ネットワークにおいて, 他のノードと比較して厳密にネットワーク
において大きな影響を与える重要なノードは, ナッシュ均衡が達成されている状況と効率性が
達成されている状況のどちらにおいても, より多くのノード機能喪失対策費用投入を行ってい
ることが確認される｡
 ノード機能喪失対策費用投入ゲームの動学プロセスと収束性
以下で示す動学プロセスの下では, ノード機能喪失対策費用投入ゲームはナッシュ均衡に対
して一意に収束することを示す｡
 動学プロセス
ノード機能喪失対策費用投入ゲームは以下の動学プロセスに従い行われるものとする｡ を
所与として, 各	期にノード機能喪失対策費用投入ゲームを行う｡ ここで, 期にお
けるノード機能喪失対策費用投入ゲームにおいて, ノードのノード機能喪失対策費用投入を
	と記す｡ 各期において, 各ノードは近視眼的であり, 期における他のノードのノード
機能喪失対策費用投入を所与として自身の期における期待利得を最大化しようとする｡ つま
り, 期において任意のノードは	 	

 	

	

	

 を所与としてノード機能
喪失対策費用投入	を決定する｡ すなわち, 期における任意のノードのノード機能喪失対
策費用投入	は以下で与えられる｡
	



 	

	

  
	

	

ここで, 期においては, すべてのノードはノード機能喪失対策費用を投入しておらず
	
であるとする｡
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 ノード機能喪失対策費用投入ゲームの収束性
次の命題は, 上述の動学プロセスのもとで, ゲームが一意に収束することを示している｡
【命題】上述の動学プロセスのもとで, ノード機能喪失対策費用投入ゲームはナッシュ均衡
 

 へ一意に収束する｡
証明)まず, 期を考える｡ 期におけるノード機能喪失対策費用投入ゲームの各ノー
ドは厳密に正のノード機能喪失対策費用投入を行う｡ なぜならば, モデルの仮定から


	であるので


	となるからである｡ すなわち, 任意のノードに関
してである｡ 	期においては, 任意のノードは

 







 を所与
として自身の期待利得を最大化しようとする｡ ここで, 期と比べて他の全てのノードの
ノード機能喪失対策費用投入は増加しているので, 補題から任意のノードは自身の期待利
得を最大化するためにを増加させるので
	


となる｡ 
期以降も同様の事が繰り返し
行われることにより, 任意のノード のノード機能喪失対策費用投入の流列 

 は



	
 となり, 単調増加的となる｡ ここで, であるので, 任意のノード 
のノード機能喪失対策費用投入の流列は有界である｡ 上に有界な単調増加数列は収束するので,
任意のノードのノード機能喪失対策費用投入の流列はある極限へと収束する｡
上述の動学プロセスのもとでの極限を  
 としよう｡ 収束の過程では任意のノー 
ドに関して 
	


 であり, 

は

を所与としたときのノードの最適反応で
ある｡ したがって, 極限 においては全てのノードは他のノードのノード機能喪失対策費用
投入を所与として最適反応をとっている｡ すなわち, 極限はナッシュ均衡 

 に
他ならない｡
以上より, 以上の動学プロセスのもとでノード機能喪失対策費用投入ゲームは 

 
へ一意に収束する｡

 数値解析分析
本節では, 各ノードは同質であり, 任意のノード に関して 		,
		, 

	
であり, であるとする｡ また, 本節ではリンク形成の際に双方
のノードがリンク形成費用を拠出するものとする｡
ノードのノード機能喪失確率を以下のように特定化する｡
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


 ()
ここで, であるとする｡ また, リンクを形成している全てのノードが正の機能喪失
対策費用を投入することを保証する為に以下を仮定する)｡




() 式のもとでは, とを所与として, ノードの期待利得は以下のようになる｡
 



	

	







 
 


  	




  ()
ここで, 

 はにおいてノードが便益を得ることのできるノードの数を表している｡
また, () 式において, を所与としてノードの期待利得利得最大化条件は以下のように
なる｡




	

	





 



  
 


  	


いま	であり各ノードのノード機能喪失確率が () 式であるとき, , として,
形成可能な全てのネットワークについて最大のネットワーク価値を	
によっ
て計算し, 任意のリンク形成費用においてどのような形状のネットワークでどのようなノー
ド機能喪失対策費用投入の組が最もネットワーク価値が高いのかを分析した｡ 図に示すネッ
トワークはリンク形成費用を所与として最もネットワーク価値が高いとされたものである
(ただし空ネットワークは除外している)｡
ここで, 図において, は各ネットワークの価値を最大化する各ノードのノード機能喪失
対策費用投入の組を表している｡ また,   はを所与とした時のネットワークのネッ
トワーク価値を表している｡ 次の図はリンク形成費用の違いによってどのようなネットワー
クが最もネットワーク価値が高くなるのかを図示したものである｡
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) この条件は, ノード, の間にリンクのみが形成されており,  である場合に, 限界的に
機能喪失対策費用を投入することで自身の期待効用が増加するための条件であり, リンクを形成して
いるノードが正の機能喪失対策費用を投入する為の十分条件である｡
図において, 各ネットワークにおける各ノードが投入するノード機能喪失対策費用に注目す
ると, 完全ネットワークとサークルネットワークに関しては, 各ノードは同額のノー
ド機能喪失対策費用の投入を行っているが, 多極型ネットワークと星型ネットワークにお
いては, より多くのリンクを形成しているノードほど多くのノード機能喪失対策費用を投入し
ていることが確認できる｡ すなわち, たとえ各ノードが同質であったとしても, ネットワーク
の形状によって効率的ネットワークを達成するために必要な各ノードのノード機能喪失対策費
用の投入に違いが生じるということである｡ このことは, 命題にて解析的に証明したが, シ
ミュレーションにおいても確認された｡ ここで, 多極型ネットワークにおいて,
	としてノードの期待利得を最大化すると, ノードに
とっての最適なノード機能喪失対策費用投入は
であった｡ すなわち, 図にお
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図 各ネットワークにおける最大価値と各ノードのノード機能喪失対策費用
図 リンク形成費用と効率的ネットワーク
c
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0
ける多極型ネットワークはノード機能喪失対策費用投入においてナッシュ均衡を達成していな
いことになる｡ このことは, 命題にて証明していた事であるが, 実際に数値解析によっても
確認された｡ また星型ネットワークにおいて, として,
ノードの期待利得を最大化すると, ノードにとっての最適なノード機能喪失対策費用投入
は	であった｡ 星型ネットワークが効率性を達成するために必要なノードのノー
ド機能喪失対策費用投入は	であるので, ノードがネットワーク価値最大化の
ために自らの期待利得最大化を達成するノード機能喪失対策費用投入の倍以上の費用投入を
強いられていることが分かる｡ また, 多極型ネットワークにおけるノード, ノードと, 星
型ネットワークにおけるノードは同じく本のリンクを形成しているが, 効率性を達成する
ために必要なノード機能喪失対策費用投入は異なっており, 星型ネットワークにおけるノード
が強いられるノード機能喪失対策費用投入の方が高いことが確認できる｡ このことからは,
多極分散型ネットワークにおける各ノードと比べて一極集中型のネットワークにてハブとなっ
ているノードはネットワークにおける重要度 (限界的なノード機能喪失対策費用投入がもたら
すネットワーク価値の限界的な増加)が他のノードと比べて非常に大きいため, 効率性を達成
するために多くのノード機能喪失対策費用投入が要求される事が予想される｡
おわりに
本稿は	
() を, ノードの持つ ｢ネットワークから得る便益をリンクを
通じて他のノードへ伝達する｣, ｢自らの便益とネットワークを通じて他のノードから便益を得
る｣ というつのノード機能が確率的に失われるモデルへと拡張した｡ また, ノード機能を失
う確率をノード自身がノード機能喪失対策費用の投入を行うことによって変化させることがで
きるものとし, ノード機能喪失確率が内生的に決定されるモデルを提示した｡
ノード機能喪失対策費用投入ゲームにおいて, いかなるネットワークにおいても最大と最小
のナッシュ均衡が存在することを示した｡ また, ネットワーク以外のいかなるネット
ワークもノード機能喪失対策費用投入ゲームにおいてナッシュ均衡と効率性を同時達成できな
いことを示した｡ また, ナッシュ均衡と効率性のどちらの達成に際しても, 他のノードに対し
て大きな影響を与えるノードほど多くの費用投入が必要となることを示した｡
数値解析分析を行い, シミュレーションによっていくつかのネットワークにおける効率的な
ノード機能喪失対策費用投入がどのようになるかを確認した｡ 結果として, 効率性を達成する
ために, ネットワークにおけるハブの役割を果たしているノードほど多くの費用投入を強いら
内生的ネットワーク分断リスクと戦略的ノード機能喪失対策費用投入ゲーム
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れており, 効率性とナッシュ均衡が同時に達成されていないことが確認された｡
最後に本稿における課題を述べる｡ 本稿ではネットワークを所与として, ノード機能喪失対
策費用投入ゲームのみを分析してきた｡ しかし, ノード機能喪失対策費用投入ゲームの結果が
ネットワーク形成に対して及ぼす影響 (その逆も同様)は当然無視できないものである｡ した
がって, 今後は本稿の結果をもとにして, ネットワーク形成ゲームモデルを構築し, ノード機
能喪失対策費用投入ゲームとネットワーク形成ゲームの相互関係を考慮したモデルの構築を行
わなければならない｡
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内生的ネットワーク分断リスクと戦略的ノード機能喪失対策費用投入ゲーム
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